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Abstract. In this work we present an algorithm to construct a polyhedron ins-
cribed in a hypersphere in R" with vertices in 7" such that between the hy-
persphere and the polyhedron there are no points in 7.".

Resumo. Neste trabalho apresentamos um algoritmo para construir um poli-
edro de vértices em Z.", inscrito em uma hiperesfera em R tal que entre a
hiperesfera e o poliedro ndo existam elementos de Z7.".

Introducao

A teoria de poliedros deriva-se da teoria de programacao linear inteira [Schrijver 1986],
quando é considerado o conjunto de solugdes factiveis deste problema. Considerando
o fecho convexo do conjunto de solugdes factiveis deste problema [Rockafellar 1997]
obtém-se um poliedro que € a interse¢cdo de um ndmero finito de subespagos afins. No
caso em que o fecho convexo seja um conjunto limitado, é possivel obter-lho a par-
tir das combinagdes convexas de um subconjunto finito de solug¢des factiveis. A pri-
meira representacao é conhecida como implicita e a segunda, como gerada pelos vértices
[Motzkin et al. 1953]. Em geral, o poliedro pode ser decomposto como a soma de um
politopo e um cone convexo [Schrijver 1986].

Neste trabalho, para g € Z" consideraremos a C; = {z € R"; ||z|| < ||g/|} onde
||.|| denota a norma euclidiana em R™. De fato no interior de C; existe uma quantidade
finita de subconjuntos Z.", e assim, se consideramos o fecho convexo de cada um destes
subconjuntos, teremos a familia de todos os poliedros que estdo inscritos em C,.

O objetivo deste trabalho € descobrir qual destes poliedros verifica a seguinte pro-
priedade: ainterse¢do entre o interior da C, e o complemento do poliedro ndo tem elemen-
tos em Z". Para o caso n = 2, o problema foi resolvido em [Maltez and Lozada 2015] e
[Maltez 2016].

O Problema do Poliedro Maximal Inscrito numa Hiperesfera (PMIH)

Dado g € Z", seja C, = {x € R™;||z|| < ||g||} onde ||| denota a norma euclidiana em
RR"™ e para V' um subconjunto ndo vazio finito de Z", o fecho convexo de V' serd denotado
com F'C'(V). De fato, para todo g € Z", o conjunto Cy N Z™ é nido vazio e finito. Seja
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V. c Cy, N Z" consideremos f : P(Cy NZ") — NN definido como a quantidade de
elementos que estdo em C;, ndo estdo em F'C(V) e estdo em Z", isto €

f(V)=1(Cy = FC(V))NZ"| (D

onde “—” denota a diferenca entre conjuntos, |.| representa a cardinalidade de um conjunto
e para um conjunto S, P(S) = {A : A C S}. Neste trabalho estudamos o seguinte
problema de otimiza¢do combinatdria:

min f (V)

sujeito a: V € P(C, N Z") 2)

A restri¢do garante que o poliedro associado a solucdo 6tima € maximal em relagdo a
que entre a hiperesfera e o complemento do poliedro nao ha elementos em Z". Por isto
o chamaremos de problema de Poliedro Maximal Inscrito numa Hiperesfera (PMIH).
Agora, seja B(g,n) o bloco [—|||gll], |llg]|]]™, onde |-| denota a parte inteira inferior.
Como C, N Z™ C B(g,n) N Z", a cardinalidade de C; N Z™ é menor ou igual que
2[llgll] + 1), assim, temos |C, N Z"| < (2||lg||] + 1)™. Por outro lado, seja H =
0B(g,n) N Cy, onde 0B(g,n) é a fronteira de B(g,n). Como FC(H)NZ" C C,N7Z",
temos que

[FCH)NZ" < |ConZt| < (2[llgll] +1)" 3)

Assim, temos que 2/7CUNNZ" < 9lCNZ" | < 9CLIgI+D™ " A partir desta desigualdade,
podemos afirmar que o problema do PM I H pode ser resolvido no pior caso usando for¢a
bruta em O(2CLIglI+D™) A motivagio central deste trabalho é obter o fecho convexo dos
pontos em Z" que satisfazem a restricdo em (2) por meio de um algoritmo de ordem de
tempo de execucdo menor que O (2CLIgII+D™),

Algoritmo

As entradas do Algoritmo 1 sdo n € IN*, a dimensdo onde estd a hiperesfera, e g € Z"
um ponto que define o raio = ||g|| > 0 da hiperesfera. A saida do Algoritmo 1 é um
conjunto dos pontos em Z" mais préximos da hiperesfera que define C|.

Cada um destes pontos serd implementado por uma tupla, cuja dimensao crescem
a medida que novas dimensoes forem inseridas. Inicialmente, cada tupla tem dimensdo 1 e
serd representada por (k), onde k € Z. A dimensdo de uma tupla pode ser incrementada
da seguinte forma. Seja I uma tupla de dimensdo n — 1 tal que [ = (i1,%9,...,0,_1).
Acresenta-se uma coordenada em [, simbolizada no Algoritmo 1, por ([, k), para um
valor qualquer k£ € Z. O resultado deste acréscimo serd I = (i1,142,...,%,-1,k). Uma
tupla, portanto, pode ser implementada com uma lista encadeada. No Algoritmo 1, a
saida estd implementada como uma deque de tuplas. Dado x = (zy,...,2,_1) € Z"},
o residuo de norma inteiro é o maior inteiro s tal que ||(x,s)|| = ||(z1,...,Tn_1,5)] <
r. Em outras palavras, o residuo de norma inteiro define o maior valor inteiro que se
permite inserir na tupla x sem aumentar a norma de (x, s) além do valor r. Para a norma
euclidiana, o residuo de norma inteiro é dado por s = +|/r? — ||x||?]. A ideia de residuo
de norma inteiro pode ser definida usando qualquer norma e assim o Algoritmo 1 pode ser
adaptado para bolas n-dimensionais definidas com outra norma, basta mudar a equacao do
residuo de norma inteiro na linha 15 do Algoritmo 1. O Algoritmo 1 inicialmente verifica
o caso trivial, isto €, quando n = 1, e executa apenas as linhas 3 e 4, pois a itera¢ao da
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Entrada: n € N*, g € Z"
Saida: R={ze€Z":r—1<|z|| <r}
1 Inicialize uma deque R vazia;
2 sen = [ entao
3 Adicione a R a tupla (—|7]);
4 Adicione a R a tupla ([r]);
5 senao
6 para k < —|r] até || faca
7 | Adicione a R a tupla (k);
8 fim
9 fim
10 para i < 2 até n faca
1 Atribua a Rl o tamanho atual de R;
12 para j < 1 até R/ faca
13 Atribua a [ a tupla no topo de R e desempilhe-a de R;
14 L« |I1];
15 s |Vr?—=12];
16 se n = i entao
17 se s # () entao
18 Adicione no final da deque R a tupla (I, —s) ;
19 Adicione no final da deque R a tupla (1, s) ;
20 senao
21 | Adicione no final da deque R atupla (1, s) ;
22 fim
23 senao
24 para k <+ —s até s faca
25 | Adicione no final da deque R a tupla (1, k) ;
26 fim
27 fim
28 fim
29 fim

Algoritmo 1: Lista os pontos inteiros internos a uma esfera n-dimensional
mais proximos da sua superficie.

linha 10 a 29 ndo € executada neste caso. Para o lago externo nas linhas 10 a 29, tem-se o
seguinte invariante de laco [Cormen 2009]

2<i<n = R={(xk)eZ:|(x,k)| <rAke{-s,—s+1,...,5—1,5}A
s é residuo de norma inteirode x}) A (i >n = R={xeZ":r—1<|x|| <r}).

Este invariante se mantém nas trés fases do laco. Na inicializacdo, apés a atribui¢do
i+ 2, tem-seque R ={k € Z : ||(k)|| < rAk € {—-s,—s+1,...,5s —1,s}}
devido a execugdo prévia das linhas 6 a 8. Na manuntencao, o lago das linhas 12 a
28 adiciona uma coordenada a mais em cada elemento de 2. Cada elemento de 12 com
dimensao ¢ — 1 serd removido (linha 13) para serem adicionados novos elementos em R
com dimensao 7. O residuo de norma inteiro para este elemento removido € calculado
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na linha 15. Os valores a serem adicionados na tupla dependem do valor de ¢, testado na
condi¢@o da linha 16. Se ¢ # n, as linhas de 24 a 26 sdo executadas e, portanto, apos
alinha 28, R = {(x,k) € Z' : ||(x,k)| < r ANk € {—s,—s+1,...,5s — 1,5} Se
i = n, as linhas 16 a 22 sdo executadas e tem-se R = {x € Z" : r — 1 < ||x|| < r}.
Quando i é incrementado na linha 29, o invariante se mantém. No término, tem-se que
t = n + 1. O invariante € verdadeiro devido ao segundo condicional. Assim, implica-se
que R={xe€Z":r—1<|x|| <r} Quando n = 1, o algoritmo executa em tempo
constante as adigdes de apenas dois elementos na deque. Para n > 1, a complexidade do
algoritmo quanto a adicdes de elementos em R é dada por:

n—1 |Ri—1|
20r) + 14 EGIR+ Y Y (2 |y = e 1) @
linhas 6 a 8 linhas 16 a 22 =2 j=1

~
linhas 24 a 26

com R; representando a deque de dimensao 7, [; denotando a tupla j existente na deque
R; e E(j) = 1separa ||[;]|, s = O nalinha 15 e E(j) = 2, caso contrdrio. Os valores
de ||1;|| sdo limitados por r e o tamanho de cada R; € limitado por (2[r] + 1)*, devido a
Equagdo 3. Assim, o algoritmo executa em tempo O(r"1).

A solugdo do problema PMIH € obtida usando a saida do Algoritmo 1 como
entrada do algoritmo proposto em [Chazelle 1993] para retornar o fecho convexo destes
pontos. Este algoritmo roda em O(r"*log 7"~ + r(n=11n/2]),
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