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Abstract. Given graphs G and H and a positive integer q we say that G is q-
Ramsey for H if every q-colouring of the edges of G contains a monochromatic
copy of H , denoted G Ñ pHqq. The size-Ramsey number r̂pHq of a graph
H is defined to be r̂pHq “ mint|EpGq| : G Ñ pHq2u. Answering a question
suggested by Conlon, we prove that r̂pP k

n q “ Opnq for every fixed k, where P k
n

is the kth power of the n-vertex path Pn, i.e., the graph with vertex set V pPnq

and all edges tu, vu such that the distance between u and v in Pn is at most k.

Resumo. Dados grafos G e H e um inteiro positivo q, dizemos que G é q-
Ramsey para H se toda q-coloração das arestas de G contém uma cópia
monocromática de H . Denotamos essa propriedade por G Ñ pHqq. O
número de Ramsey relativo a arestas r̂pHq de um grafo H é definido como
r̂pHq “ mint|EpGq| : G Ñ pHq2u. Respondendo uma pergunta sugerida por
Conlon, provamos que r̂pP k

n q “ Opnq para todo k fixo, onde P k
n é a k-ésima

potência do caminho com n vértices Pn, i.e., o grafo com conjunto de vértices
V pPnq e todas as arestas tu, vu tais que a distância entre u e v em Pn é no
máximo k.
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1. Introdução
Dados grafos G e H e um inteiro positivo q, dizemos que G é q-Ramsey para H se toda
q-coloração das arestas de G contém uma cópia monocromática de H . Denotamos essa
propriedade por G Ñ pHqq. Quando q “ 2, escrevemos simplesmente G Ñ H . Em
sua forma mais simples, o clássico Teorema de Ramsey [Ramsey 1930] afirma que para
qualquer grafo H existe um inteiro N tal que KN Ñ H . O número de Ramsey rpHq de
um grafo H é definido como o menor tal inteiro N . Problemas em Teoria de Ramsey tem
sido bastante estudados e muitas técnicas elegantes têm sido desenvolvidas para estimar os
números de Ramsey. O trabalho de Conlon, Fox e Sudakov [Conlon et al. 2015] contém
um resumo detalhado dos avanços na área.

Diversas variantes do clássico problema de Ramsey foram introduzidas e con-
tinuam a ser muito estudadas (uma boa introdução a esses problemas relacionados
pode ser vista em [Conlon et al. 2015]. Em particular, Erdős, Faudree, Rousseau e
Schelp [Erdős et al. 1978] propuseram o problema de determinar a menor quantidade de
arestas em um grafo G tal que GÑ H . Mais precisamente, definimos o número de Ram-
sey relativo a arestas de H , denotado por r̂pHq, como r̂pHq “ mint|EpGq| : G Ñ Hu.
Aqui estamos interessados em problemas envolvendo estimar r̂pHq.

Para qualquer grafo H , temos o limitante óbvio r̂pHq ď
`

rpHq
2

˘

. Um resultado de
Chvátal (veja, e.g., [Erdős et al. 1978]) garante que esse é o valor correto para o número
de Ramsey relativo a arestas de grafos completos, i.e., r̂pKnq “

`

rpKnq

2

˘

.

Considerando o caminho Pn com n vértices, Erdős [Erdős 1981] fez a seguinte
pergunta: é verdade que limnÑ8pr̂pPnq{nq “ 8 e limnÑ8pr̂pPnq{n

2q “ 0? Utilizando
uma construção probabilı́stica, Beck [Beck 1983] provou que o número de Ramsey rela-
tivo a arestas de caminhos é linear, i.e., r̂pPnq “ Opnq. Em [Alon and Chung 1988] é
fornecida uma construção explı́cita de um grafo G com Opnq arestas tal que GÑ Pn.
Recentemente, Dudek e Prałat [Dudek and Prałat 2015] obtiveram uma prova alterna-
tiva para esse resultado (veja também [Letzter 2016]). Mais geralmente, Friedman e
Pippenger [Friedman and Pippenger 1987] provaram que número de Ramsey relativo a
arestas de árvores com grau máximo limitado é linear (veja também [Dellamonica 2012,
Haxell and Kohayakawa 1995, Ke 1993]) e foi mostrado em [Haxell et al. 1995] que cir-
cuitos também tem número de Ramsey relativo a arestas linear.

Respondendo uma questão colocada por Beck [Beck 1990] (negativamente), que
perguntou se r̂pGq é linear para todos os grafos G com grau máximo limitado, Rödl e
Szemerédi mostraram que existe um grafo H com n vértices e grau máximo 3 tal que
r̂pHq “ Ωpn log1{60 nq. O melhor limitante superior conhecido atualmente para grafos
com grau máximo limitado é provado em [Kohayakawa et al. 2011], onde é provado que
para todo ∆ existe uma constante c tal que para qualquer grafo H com n vértices e grau
máximo ∆ temos

r̂pHq ď cn2´1{∆ log1{∆ n.

Resultados adicionais sobre o número de Ramsey relativo a arestas podem ser vistos
em [Ben-Eliezer et al. 2012, Kohayakawa et al. 2016, Reimer 2002].

Dado um grafo H com n vértices e um inteiro k ě 2, a k-ésima potência Hk

de H é o grafo com conjunto de vértices V pHq e todas as arestas tu, vu tais que a
distância entre u e v em H é no máximo k. Respondendo uma questão sugerida por
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Conlon [Conlon 2016], provamos que o número de Ramsey de potências relativo a
arestas de caminhos é linear. O seguinte teorema é o nosso resultado principal.

Teorema 1. Para todo inteiro k ě 2, temos r̂pP k
n q “ Opnq.

Note que dado o circuito Cn com n vértices, temos Ck
n Ď P 2k

n . Assim, o seguinte
corolário segue diretamente do Teorema 1.

Corolário 2. Para todo inteiro k ě 2, temos r̂pCk
nq “ Opnq.

2. Ideia da prova do Teorema 1
Para provar o Teorema 1 precisamos mostrar que existe um grafo G com Opnq arestas
tal que G Ñ P k

n . Primeiramente, mostramos que existe um grafo H com quantidade
linear de arestas e grau máximo limitado por uma constante tal que existe uma aresta
entre quaisquer subconjuntos suficientemente grandes de V pHq. Seja t uma constante
suficientemente grande com relação a k. Vamos considerar o “blow-up” completo Hk

t da
k-ésima potência Hk de H , i.e., o grafo obtido pela troca de cada vértice v de Hk por
um grafo completo com rpKtq vértices, a classe Cpvq, e pela adição de, para cada aresta
tu, vu P EpHkq, todas as arestas entre Cpuq e Cpvq. Note que Hk

t tem uma quantidade
linear de arestas.

Seja χ : EpHk
t q Ñ tvermelha, azulu uma coloração das arestas de Hk

t . Vamos
mostrar que Hk

t contém uma cópia monocromática de P k
n sob χ. Como toda classe Cpvq

de Hk
t contém rpKtq vértices, então cada classe contém uma cópia monocromática Bpvq

de Kt. Sem perda de generalidade, o conjunto W :“ tv P V pHq : Bpvq é azulu tem
cardinalidade pelo menos vpHq{2. Seja F :“ HrW s o subgrafo de H induzido por W ,
e seja F 1 o subgrafo de F k

t Ď Hk
t induzido por

Ť

wPW V pBpwqq. Dada a coloração χ
acima, definimos a coloração auxiliar χ1 de EpF kq como segue: uma aresta tu, vu P
EpF kq é colorida com a cor azul se o subgrafo bipartido F 1rV pBpuqq, V pBpvqqs de F 1

naturalmente induzido pelos conjuntos V pBpuqq e V pBpvqq contém umK2k,2k azul. Caso
contrário tu, vu é colorida com a cor vermelha.

Utilizando o Teorema 1.7 de [Pokrovskiy 2017], mostramos que toda 2-coloração
de EpF kq contém ou uma cópia azul de Pn ou uma cópia vermelha da k-ésima
potência P k

n de Pn. No primeiro caso, não é difı́cil encontrar uma cópia azul de P k
n

em Hk
t . O segundo caso é um pouco mais complicado, mas explorando as proprie-

dades estruturais de Hk
t é possı́vel combinar o clássico Teorema de Kővári–T. Sós–

Turán [Kővári et al. 1954] com uma aplicação do lema local [Erdős and Lovász 1975,
p. 616] para obter uma cópia vermelha de P k

n em Hk
t . Detalhes dessa prova serão dados

na versão completa deste trabalho.

Referências
Alon, N. and Chung, F. R. K. (1988). Explicit construction of linear sized tolerant

networks. Discrete Math., 72(1-3):15–19.

Beck, J. (1983). On size Ramsey number of paths, trees, and circuits. I. J. Graph Theory,
7(1):115–129.

Beck, J. (1990). On size Ramsey number of paths, trees and circuits. II. In Mathematics
of Ramsey theory, volume 5 of Algorithms Combin., pages 34–45. Springer, Berlin.

2º ETC - Encontro de Teoria da Computação 

33



Ben-Eliezer, I., Krivelevich, M., and Sudakov, B. (2012). The size Ramsey number of a
directed path. J. Combin. Theory Ser. B, 102(3):743–755.

Conlon, D. (2016). Problema sugerido para o ATI–HIMR Focused Research Workshop:
Large-scale structures in random graphs, Alan Turing Institute, Dezembro de 2016.

Conlon, D., Fox, J., and Sudakov, B. (2015). Recent developments in graph Ramsey
theory. In Surveys in combinatorics 2015, volume 424 of London Math. Soc. Lecture
Note Ser., pages 49–118. Cambridge Univ. Press, Cambridge.

Dellamonica, Jr., D. (2012). The size-Ramsey number of trees. Random Structures Algo-
rithms, 40(1):49–73.

Dudek, A. and Prałat, P. (2015). An alternative proof of the linearity of the size-Ramsey
number of paths. Combin. Probab. Comput., 24(3):551–555.
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