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Resumo

Os c�odigos de pre�xo têm importância fundamental na compress~ao e transmiss~ao

de dados. Estes c�odigos tamb�em apresentam rela�c~oes com problemas de busca. Nes-

ta tese, apresentamos novos resultados estruturais e algor��tmicos sobre a classe dos

c�odigos de pre�xo. Explicamos teoricamente as boas taxas de compress~ao observadas
para alguns m�etodos utilizados na pr�atica. Propomos tamb�em algoritmos e�cientes

para constru�c~ao de c�odigos de pre�xo �otimos e variantes. Os principais resulta-

dos aqui descritos s~ao os seguintes: um novo algoritmo paralelo para constru�c~ao de

c�odigos de pre�xos �otimos, uma cota superior para a perda de compress~ao introdu-

zida pela restri�c~ao de comprimento nos c�odigos de pre�xo, uma cota superior para

a perda de otimalidade introduzida pela restri�c~ao de altura nas �arvores alfab�eticas

de busca; um algoritmo aproximativo e linear para constru�c~ao de c�odigos de pre-

�xo com restri�c~ao de comprimento; um algoritmo aproximativo com complexidade

O(n log n) para constru�c~ao �arvores alfab�eticas de busca com restri�c~ao de altura; uma

nova vers~ao do algoritmo WARM-UP com complexidade fortemente polinomial; um

algoritmo linear para reconhecer c�odigos de pre�xo �otimos com restri�c~ao de com-
primento; uma prova a�rmativa da conjectura de Vitter sobre o desempenho dos

c�odigos de Hu�man dinâmicos constru��dos pelo algoritmo FGK (Faller, Gallager e

Knuth).

Abstract

The pre�x codes play an important role in data compression and data commu-

nication. These codes also present relation with search problems. In this thesis, we

present new structural and algorithmic results concerning the pre�x code class. We
theoretically explain results related to the high compression rates of some methods

that have been used for practical purposes. We also propose e�cient algorithms for

constructing optimal pre�x codes and some variants. The major results presented

in the thesis are: a new parallel algorithm for constructing optimal pre�x codes; a

sharp upper bound for the compression loss introduced due the usage of length res-

tricted pre�x codes; an upper bound on loss of optimality due to the usage of length

restricted alphabetic search trees; an O(n logn) time approximative algorithm for

constructing length restricted pre�x code; a O(n logn) time approximative algorithm

for constructing length restricted alphabetic search trees;; a strongly polinomial ver-

sion for the WARM-UP algorithm; a linear time algorithm for recognizing optimal

length restricted pre�x codes; a proof for Vitter's conjecture about the performance
of the Dynamic Hu�man Codes constructed by FGK (Faller, Gallager and Knuth)

algorithm.



1 Introdu�c~ao

Nos computadores e nos meios de transmiss~ao digitais, as informa�c~oes s~ao representadas
atrav�es de c�odigos. Os c�odigos, no contexto da eletrônica digital, podem ser vistos como
sequências de bits \0" e \1" que representam algum tipo de informa�c~ao. O modo com que
as informa�c~oes s~ao codi�cadas impacta profundamente o desempenho e a con�abilidade
dos sistemas digitais.

As propriedades e caracter��sticas requeridas por estes c�odigos variam de aplica�c~ao
para aplica�c~ao. Em aplica�c~oes de com�ercio eletrônico nas quais transa�c~oes s~ao realizadas
mediante o envio de um n�umero de cart~ao cr�edito, �e desej�avel uma codi�ca�c~ao segura.
Neste caso, seguran�ca implica que uma pessoa n~ao envolvida na transa�c~ao n~ao consiga
obter o n�umero do cart~ao por mais que tenha acesso a codi�ca�c~ao.

Quando se transmite dados em uma rede de computa�c~ao, �e desej�avel que as infor-
ma�c~oes sejam codi�cadas de modo compacto, minimizando o tr�afego na rede. Outra
caracter��stica necess�aria �e que a representa�c~ao permita um mecanismo de detec�c~ao e cor-
re�c~ao de erros, evitando que as aplica�c~oes �quem extremamente suscet��veis a ru��dos na
rede e outros imprevistos.

Nesta tese consideramos uma classe de c�odigos bastante importante: a classe dos
c�odigos de pre�xo. Dado um alfabeto de entrada � = fa1; a2; : : : ; ang, um c�odigo de
pre�xo bin�ario e um c�odigo bin�ario tal que a palavra c�odigo (cadeia de bits) associada a
ai n~ao �e pre�xo da palavra c�odigo associada a aj, para i 6= j. Na tabela abaixo C1 �e um
c�odigo de pre�xo. Como 01 �e pre�xo de 010, C2 n~ao �e um c�odigo de pre�xo,

alfabeto C1 C2

a1 010 010
a2 00 01
a3 101 10

C�odigos de pre�xo e suas varia�c~oes têm sido bastante estudados tanto pela comunidade
de teoria da informa�c~ao quanto pela comunidade de ciência da computa�c~ao. Os c�odigos
de pre�xo desempenham papel fundamental nas �areas de compacta�c~ao e transmiss~ao de
dados [20, 36, 38], tendo tamb�em aplica�c~oes em problemas de busca [3].

Um trabalho pioneiro em c�odigos de pre�xo �e devido a Hu�man [11]. Neste trabalho,
ele considera a constru�c~ao de c�odigos de pre�xo com m��nima redundância. Estes c�odigos
propiciam a melhor taxa de compress~ao poss��vel sob determinadas condi�c~oes. A id�eia
b�asica �e atribuir palavras c�odigos mais longas aos s��mbolos menos freq�uentes e palavras
c�odigos mais curtas aos s��mbolos mais freq�uentes na mensagem a ser codi�cada. Hu�man
conseguiu estabelecer a melhor forma de relacionar o tamanho da palavra c�odigo que
deve ser associada a um s��mbolo com sua probabilidade de ocorrência na mensagem a ser
codi�cada.

Nesta tese, apresentamos novos resultados estruturais e algor��tmicos sobre a classe
dos c�odigos de pre�xo. Explicamos teoricamente as boas taxas de compress~ao observadas
para alguns m�etodos utilizados na pr�atica. Propomos tamb�em algoritmos e�cientes para
constru�c~ao de c�odigos de pre�xo �otimos e variantes. Os principais resultados aqui descritos
s~ao os seguintes:

1. Um novo algoritmo paralelo para constru�c~ao de c�odigos de pre�xos �otimos;



2. Uma cota superior para a perda de compress~ao introduzida pela restri�c~ao de com-
primento nos c�odigos de pre�xo;

3. Uma cota superior para a perda de otimalidade introduzida pela restri�c~ao de altura
em �arvores alfab�eticas de busca;

4. Um algoritmo aproximativo com complexidadeO(n logn) para constru�c~ao de c�odigos
de pre�xo com restri�c~ao de comprimento;

5. Um algoritmo aproximativo com complexidadeO(n logn) para constru�c~ao de �arvores
alfab�eticas de busca com restri�c~ao de altura ;

6. Uma nova vers~ao do algoritmo WARM-UP com complexidade fortemente polino-
mial;

7. Um algoritmo linear para reconhecer c�odigos de pre�xo �otimos com restri�c~ao de
comprimento;

8. Uma prova a�rmativa da conjectura de Vitter sobre o desempenho dos c�odigos de
Hu�man dinâmicos constru��dos pelo algoritmo FGK (Faller, Gallagher e Knuth).

Esta tese foi realizada em 2 anos ( Mar�co de 1997 a Julho de 1999). Abaixo lista-
mos artigos derivados desta tese que j�a foram aceitos para publica�c~ao em peri�odicos e
congressos.

� MILIDI�U, LABER and PESSOA "Bounding the Compression Loss of the FGK
Algorithm". Journal of Algorithms 28.

� MILIDI�U, LABER "Improved Bounds on the Ine�ciency of Length Restricted Pre-
�x Codes". Accepted in Algorithmica.

� MILIDI�U, LABER, "Linear Time Recognition of Length-Restricted Pre�x Codes".
Proccedings of LATIN 2000, To appear in Lecture notes on Computer Science.

� MILIDI�U, LABER and PESSOA "A Work E�cient Parallel Algorithm for Cons-
tructing Hu�man Codes". Proccedings of IEEE Data Compression Conerence 1999.

� LABER, MILIDI�U, PESSOA "Practical Constructions of L-Restricted Alphabetic
Pre�x Codes" Proceedings of SPIRE'99.

� MILIDI�U, PESSOA, LABER. "E�cient implementation of the WARM-UP algo-
rithm for the construction of length-restricted pre�x codes". Proceedings of the
ALENEX: Lecture Notes in Computer Science 1619.

Al�em disso, os seguintes artigos est~ao submetidos a peri�odicos internacionais.

� MILIDI�U, LABER, "WARM-UP ALGORITHM: A Lagrangean Construction of
Length Restricted Hu�man Codes" Submetido ao Siam Journal on Computing

� LABER, MILIDI�U and PESSOA "Practical Construction of L-restricted Alphabetic
Trees" Submetido ao Information Processing Letters;

Nas se�c~oes seguintes explicamos com algum detalhe os principais resultados obtidos
na tese.



2 Algoritmo de Hu�man Paralelo

Um modelo de computa�c~ao paralela bastante estudado �e o modelo PRAM (Parallel Ran-
dom Access Machine) [12]. Neste modelo, cada processador executa um programa local,
e a comunica�c~ao entre os processadores �e realizada atrav�es de uma mem�oria compartilha-
da. Existem algumas varia�c~oes do modelo PRAM que dependem do tipo de concorrência
permitida nas opera�c~oes de leitura e escrita em mem�oria compartilhada. O modelo menos
restritivo �e o modelo CRCW PRAM, onde leitura concorrente e escrita concorrente s~ao
permitidas. No modelo CREW PRAM somente leitura concorrente �e permitida. O mo-
delo mais restritivo �e o modelo EREW PRAM, onde nem leitura nem escrita concorrente
s~ao permitidas.

A classe de complexidade NC �e de�nida como a classe dos problemas que admitem um
algoritmo que utilize um n�umero polinomial de processadores e que tenha complexidade
de tempo polilogaritmico, ou seja, O(logc n) para alguma constante c > 0.

Alguns algoritmos paralelos foram propostos para constru�c~ao de c�odigos de Hu�man
para o modelo de computa�c~ao paralela PRAM [4, 19, 13]. O melhor algoritmo pertencen-
te a classe NC �e devido a Atallah et al [4]. Este algoritmo �e baseado em programa�c~ao
dinâmica. O algoritmo tem complexidade de tempo O(log2 n) e utiliza O(n2= logn) pro-
cessadores. Em [19], Larmore e Przytycka reduzem o problema de construir um c�odigo
de Hu�man ao problema de encontrar uma CLWS ( Concave Least Weight Subsequence).
Al�em disso, os autores apresentam um algoritmo paralelo para encontrar uma CLWS. O
algoritmo tem complexidade de tempo O(n1=2 logn) e requer n processadores.

Nesta tese, propomos e analisamos o algoritmo ES-batched-Hu�man que constr�oi
�arvores de Hu�man no modelo de computa�c~ao CREW PRAM. O algoritmo tem com-
plexidade de tempo O(H log log(n=H)) e o seu trabalho �e O(n), onde H �e o comprimento
do maior c�odigo gerado. Por trabalho, entenda o total de opera�c~oes realizadas pelo al-
goritmo [12]. Como H est�a no intervalo [dlogne; n � 1], no pior caso o algoritmo tem
complexidade de tempo O(n) e no melhor caso O(logn log logn). Provamos tamb�em que
a complexidade de tempo �e O(min(n; log(1=p1) log logn), onde p1 �e a menor probabili-
dade da lista de entrada. Portanto, nosso algoritmo supera o algoritmo de Larmore e
Przytcka's [19] quando log(1=p1) �e o(

p
n logn= log logn) e o de Atallah et. al. [4] quando

log(1=p1) �e o(log
2 n= log logn). Os resultados desta se�c~ao foram publicados em [26].

A id�eia b�asica do algoritmo �e aproveitar o fato de que alguns pares de n�os podem
ser combinados em paralelo durante a execu�c~ao do algoritmo de Hu�man sequencial. A
�gura 1 mostra um exemplo da execu�c~ao do algoritmo para a lista de probabilidades
[:04; :06; :06; :06; :08; :12; :14; :20; :24]. Como exemplo, no passo 1 a folha de probabilidade
.04 �e combinada com a de probabilidade .06 e duas outras folhas de probabilidade .06 s~ao
combinadas. Estas combina�c~oes s~ao feitas em paralelo.

3 C�odigos de Pre�xo com Restri�c~ao de Comprimento

3.1 O Problema

Um c�odigo de pre�xo com restri�c~ao de comprimento L �e um c�odigo de pre�xo onde o
comprimento de toda palavra c�odigo �e menor ou igual a L. Por simplicidade utilizamos
a sigla CPRC para denotar os c�odigos de pre�xo com restri�c~ao de comprimento. Dado
um alfabeto � = fa1; : : : ; ang, uma lista de probabilidades [p1; : : : ; pn] e um inteiro L �
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Figura 1: (a) execu�c~ao do algoritmo paralelo para lista de probabilidades
[:04; :06; :06; :06; :08; :12; :14; :20; :24]. (b) �arvore obtida ao t�ermino do algoritmo.

dlogne, um CPRC L-�otimo �e um c�odigo de pre�xo que minimiza o comprimento m�edio
Pn

i=1 pili sujeito �a restri�c~ao li � L, para i = 1; : : : ; n, onde li �e o comprimento da palavra
c�odigo associada ao s��mbolo ai.

Al�em do interesse combinat�orio, a constru�c~ao de CPRC 's �otimos �e interessante em
algumas situa�c~oes pr�aticas. Uma aplica�c~ao �e evitar uma grande perda de compress~ao no
caso em que as probabilidades de entrada estejam mal estimadas [10]. Outra aplica�c~ao
�e for�car que toda palavra c�odigo caiba dentro de uma palavra de computador (16 ou
32 bits). Os decodi�cadores mais e�cientes para c�odigos de Hu�man se utilizam desta
propriedade para acelerar consideravelmente a velocidade de decodi�ca�c~ao [38, 29].

Entretanto, a restri�c~ao de comprimento provoca uma perda de compress~ao em rela�c~ao
a compress~ao gerada por um c�odigo de pre�xo irrestrito ( c�odigo de Hu�man). Duas
quest~oes surgem naturalmente.

1. Os CPRC 's garantem boas taxas de compress~ao ?

2. Existem m�etodos e�cientes para construir CPRC 's �otimos?

De fato, de que adianta aumentar a velocidade de decodi�ca�c~ao se para isso �e ne-
cess�ario degradar consideravelmente a qualidade da compress~ao. Por outro lado, de nada
adiantaria que os CPRC's permitissem uma boa compress~ao se eles n~ao pudessem ser
constru��dos dentro de um limite de tempo razo�avel.

Nesta tese, abordamos estas duas quest~oes.



3.2 Cotas superiores e um algoritmo aproximado

Sejam A e AL, respectivamente, o comprimento m�edio de um c�odigo de Hu�man para �
e o comprimento m�edio de um CPRC L-�otimo para �. Al�em disto, seja E a entropia de
Shannon de�nida por E = �Pn

i=1 pi log pi. A redundância rL de um CPRC L-�otimo �e
de�nida por rL = AL � E. Cotas superiores para rL s~ao dadas em [10, 5]. Capocelli e
De Santis [5] provam que rL � 1 � log(1 � n21�L), para L > 1 + logn. Este resultado
limita rL superiormente por um valor maior que 1 + 2log n+1�L. Entretanto, esta cota n~ao
�e capaz de prever a pequena redundância observada em experimentos pr�aticos [10, 31, 29].
De fato, estes experimentos sugerem que a perda de compress~ao devida a utiliza�c~ao de
CPRC's L-�otimos em vez de c�odigos de Hu�man �e quase desprez��vel.

De�nimos � como AL � A. Esta diferen�ca mede o n�umero extra de bits por s��mbolo
resultante da utiliza�c~ao de CPRC 's L-�otimos em vez de c�odigos de Hu�man. O valor de
� n~ao pode ser menor que 0, j�a que o comprimento m�edio de um c�odigo de Hu�man n~ao
pode ser maior que o comprimento m�edio de um CPRC L-�otimo. Dependendo da lista
de probabilidades e do valor de L, � assume diferentes valores. Nesta tese mostramos que
� < dlogne � 1, quando L = dlogne. Para L � dlogne + 1, mostramos que

� � 1= L�dlog(n+dlog ne�L)e�1; (1)

onde  �e a raz~ao �aurea 1:618. Uma consequência imediata destas cotas �e que � � 0:01
para L � dlogne + 11. Este resultado implica que a perda de compress~ao devida ao
uso de CPRC 's L-�otimos �e praticamente desprez��vel para L � dlogne + 11. Como
dlogne + 11 < 32 para alfabetos com menos de 2:000:000 de s��mbolos, podemos �xar
L em 32 ( tamanho da palavra de computador ) com garantia de perda de compress~ao
inferior a 1%.

A cota superior para � �e derivada da an�alise de aproxima�c~ao do BRCI, um novo
algoritmo para constru�c~ao de c�odigos de pre�xo com restri�c~ao de comprimento. O BRCI
�e um algoritmo aproximado, no sentido que constr�oi c�odigos sub�otimos. Sua complexidade
de tempo �e O(n logn) e sua complexidade de espa�co �e O(n). Se as probabilidades est~ao
ordenadas o algoritmo tem complexidade de tempo linear. Um pseudo-c�odigo para o
algoritmo �e apresentado abaixo e um exemplo aparece na �gura 2. O algoritmo BRCI e
sua an�alise aparecem em [24]

O Algoritmo BRCI

Passo 0: Construa uma �arvore de Hu�man T para a lista de probabilidades dada.
Passo 1: Remova todas sub�arvores de T que tem como ra��zes os n�os situados no

n��vel L. Seja T 1 a �arvore remanescente.
Passo 2: Crie uma �arvore completa T 2 com as folhas das sub�arvores removidas no

passo 1. Seja h(T 2) a altura da �arvore T 2.
Passo 3: Seja yp o n�o de T

1 com menor probabilidade situado no n��vel L�h(T 2)�1
em T 1 e seja Tp a sub�arvore enraizada em yp. Crie um novo n�o y�. Se yp
n~ao �e raiz da �arvore T 1, ent~ao insira o n�o y� entre yp e o pai de yp. Se yp
�e raiz de T 1, ent~ao fa�ca y� ser pai de yp. Seja T

3 a �arvore remanescente.
Passo 4: Fa�ca a �arvore T 2 ser �lha �a direta do n�o y� em T 3. Seja TR a �arvore

obtida.

Com base no algoritmo BRCI e em algumas id�eias que aparecem em [37], obtemos um
algoritmo aproximado com complexidade O(n logn) para construir �arvores alfab�eticas de
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Figura 2: Exemplo do algoritmo BRCI para uma lista de probabilidades
[1=192; 2=192; 3=192; 4=192; 5=192; 6=192; 9=192; 18=192; 30=192; 41=192; 61=192] e L = 5.
(a) �Arvore de Hu�man T . (b) �Arvore T1 obtida pela remo�c~ao dos n�os em n��vel maior ou
igual a 5 na �arvore T . (c) �arvore completa T2 para os n�os removidos em T . (d) �Arvore T3
obtida a partir da inser�c~ao de um n�o arti�cial y� na �arvore T1. (e) �arvore com restri�c~ao
de altura 5 obtida a partir de T2, fazendo com que a �arvore T2 se torne �lho a direita do
n�o arti�cial y�.

busca com restri�c~ao de altura [9, 18]. A partir da an�alise de aproxima�c~ao deste algoritmo,
conseguimos uma cota superior para a perda de otimalidade introduzida pela restri�c~ao de
altura. Conforme o survey de Abrahams [1], n~ao se conhecia cota superior para esta perda.
Esta cota implica que �e sempre poss��vel construir estrat�egias de busca que realizem na
m�edia poucas compara�c~oes e que ao mesmo tempo n~ao permitam que uma busca individual
seja muito cara, ou seja, gaste mais que L compara�c~oes. Estes resultados aparecem em
[16].

3.3 Uma Vers~ao Fortemente Polinomial para um Algoritmo La-

grangeano

Um outro resultado desta tese �e uma vers~ao fortemente polinomial para o algoritmo
WARM-UP proposto em [23, 15]. O WARM-UP �e um algoritmo bastante simples e r�apido
para gera�c~ao de c�odigos de pre�xo com restri�c~ao de comprimento. Para benchmarks da
literatura, como o Calgary Corpus e a cole�c~ao Reuters, o algoritmo consegue obter um
c�odigo �otimo com restri�c~ao de comprimento, construindo duas ou três �arvores de Hu�man
[27]. Apesar do WARM-UP ser um algoritmo aproximado, ele pode ser convertido em um



algoritmo �otimo com um custo adicional de O(n logn) [15].
A estrat�egia do WARM-UP �e buscar um valor racional x� tal que a �arvore de Hu�man

para a lista de probabilidades (maxfx�; p1g; : : : ;maxfx�; png) tenha altura L. Mais espe-
ci�camente, escolhe-se um valor x e constr�oi-se uma �arvore de Hu�man para a lista de
probabilidades modi�cadas (maxfx; p1g; : : : ;maxfx; png). Se a �arvore obtida tiver altura
maior que L, o algoritmo aumenta o valor de x e constr�oi uma �arvore novamente. Se a
�arvore obtida tiver altura menor que L, o algoritmo diminui o valor de x e constr�oi uma
�arvore novamente. Finalmente, se a �arvore tiver altura L, o algoritmo retorna o c�odigo
de pre�xo induzido por esta �arvore.

Utilizando resultados cl�assicos de dualidade Lagrangeana [28] e alguns lemas combi-
nat�orios adicionais, em [15] provamos que a �arvore de Hu�man obtida a partir da lista de
probabilidades modi�cada pelo parâmetro x� resolve ou aproxima bastante o problema
com restri�c~ao de comprimento. Neste mesmo trabalho, provamos uma rela�c~ao de mono-
tonicidade que mostra que o aumento deste parâmetro x implica em uma redu�c~ao ( n~ao
aumento ) da altura da �arvore, justi�cando portanto uma busca bin�aria para encontrar
x�.

A busca bin�aria para encontrar o valor x� faz com que a complexidade de tempo do
WARM-UP n~ao seja fortemente polinomial. De fato, sua complexidade depende do in-
verso do logaritmo da menor probabilidade � log pmin. Para obter uma vers~ao fortemente
polinomial para o WARM-UP combinamos um esquema de busca param�etrica introduzi-
do em [21] com uma vers~ao sequencial do algoritmo ES-Batched-Hu�man proposto nesta
tese. Esta vers~ao tem complexidade de tempo O(nL log(n=L)) e utiliza espa�co O(n). Es-
te resultado ilustra mais uma vez, o fato nada intuitivo, de que o design de algoritmos
paralelos e�cientes pode conduzir a um ganho de desempenho em algoritmos sequenciais.
Em nosso caso, conseguimos melhorar a complexidade de tempo do algoritmoWARM-UP
utilizando uma vers~ao sequencial do algoritmo paralelo ES-Batched-Hu�man.

3.4 Reconhecimento de C�odigos de Pre�xo �Otimos em Tempo

Linear

Apesar do esfor�co de alguns pesquisadores [10, 8, 33, 17, 2, 30, 31, 32], continua em aberto
se existe algum algoritmo �otimo com complexidade O(n logn) para construir c�odigos de
pre�xo com restri�c~ao de comprimento.

Na tese, apesar de n~ao conseguirmos provar este resultado, mostramos que os CPRC's
�otimos podem ser reconhecidos em tempo linear se a lista de probabilidades de entrada
estiver ordenada, e como consequência, emO(n logn) para uma lista de probabilidades n~ao
ordenada. A prova da corretude do algoritmo �e extremamente t�ecnica, sendo composta de
uma lista extensa de argumentos combinat�orios que tomam como base uma representa�c~ao
especial das �arvores bin�arias denominada de nodesets [17].

Para os inteiros positivos i e h, de�nimos um bloco como um par ordenado (i; h), onde
i �e o ��ndice do bloco e h �e o n��vel do bloco. Um conjunto de blocos �e denominado nodeset.
De�nimos o nodeset R(n; L) por

R(n; L) = f(i; h)j1 � i � n; 1 � h � Lg

Seja T uma �arvore bin�aria de n folhas, cujos n��veis das folhas s~ao l1 � : : : � ln. O nodeset
N(T ) associado a T �e de�nido por N(T ) = f(i; h)j1 � h � li; 1 � i � ng



A �gura 3 mostra R(8; 5). Os blocos dentro do pol��gono s~ao os blocos que constituem
N(T ), onde T �e a �arvore bin�aria com folhas em n��veis 5; 5; 5; 5; 3; 3; 3; 1.

1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

h

i

Figura 3: O nodeset R(8; 5) e o nodeset N(T ) associado a �arvore bin�aria T com folhas
em n��veis 5; 5; 5; 5; 3; 3; 3; 1

Associamos uma fun�c~ao de peso e uma fun�c~ao de largura aos blocos do nodeset. Dado
um bloco (i; h), de�nimos largura(i; h) = 2�h e peso(i; h) = pi. A largura e o peso de
um nodeset, s~ao de�nidos como a soma dos blocos que constituem o nodeset. Em [17],
Larmore e Hirschberg reduziram o problema de encontrar um c�odigo de pre�xo �otimo com
restri�c~ao de comprimento L para uma lista de probabilidades p1 � � � � � pn ao problema
de encontrar o nodeset com largura n� 1 e peso m��nimo contido em R(n; L).

Para encontrar o nodeset com largura n�1 e peso m��nimo contido em R(n; L), Larmore
e Hirschberg prop~oem o algoritmo Package-Merge [17]. Este resolve o seguinte problema:
dado um nodeset R e uma largura d, encontre o nodeset X � R, com largura d e peso
m��nimo. O Package-Merge utiliza uma abordagem gulosa e tem complexidade de tempo
O(jRj), onde jRj �e o n�umero de blocos do nodeset R. O algoritmo de Reconhecimento
proposto nesta tese utiliza o Package-Merge como procedimento auxiliar.

Para determinar em tempo linear se um determinado c�odigo de pre�xo �e �otimo ou
n~ao, consideramos o nodeset N associado a �arvore que representa tal c�odigo. A partir
de ent~ao de�nimos alguns conjuntos de blocos e provamos que o reconhecimento pode
ser feito aplicando o algoritmo Package-Merge a uni~ao destes conjuntos. A complexidade
linear decorre do fato de que a uni~ao destes conjuntos cont�em no m�aximo 8n+2L = O(n)
blocos. A intui�c~ao �e que se o nodeset N n~ao �e �otimo, sempre podemos diminuir seu peso
incluindo blocos que estejam pr�oximos a linha poligonal que de�ne o nodeset e retirando
blocos que tamb�em estejam pr�oximos a esta mesma linha poligonal. Como exemplo, a
linha poligonal na �gura 4de�ne o nodeset associado a uma �arvore bin�aria com folhas em
n��veis 10; 10; 10; 10; 9; 9; 7; 6; 6; 6; 4; 3; 2; 1. Se este nodeset n~ao �e �otimo, qualquer que seja
a lista de probabilidades de entrada, podemos mostrar que �e poss��vel diminuir seu peso (
mantendo sua largura ) atrav�es da substitui�c~ao de alguns blocos negros fora do pol��gono
por alguns blocos negros situados dentro do pol��gono.

A possibilidade de reconhecer CPRC's L-�otimos em tempo linear ilustra o poder da
representa�c~ao por nodesets. Os nodesets tornam mais f�acil o entendimento de v�arias
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Figura 4: Os nodesets utilizados pelo algoritmo de reconhecimento

propriedades dos c�odigos de pre�xo e das �arvores de codi�ca�c~ao. Algumas propriedades
que s~ao dif��ceis de analisar em uma �arvore, como algumas modi�ca�c~oes locais, podem ser
tratadas de modo mais natural atrav�es da representa�c~ao por nodesets. Resultados desta
subse�c~ao aparecem em [25]. Uma vers~ao estendida ser�a submetida a algum peri�odico
internacional.

4 C�odigos de Hu�man Dinâmicos

Em v�arias aplica�c~oes de compress~ao, as probabilidades dos s��mbolos do alfabeto de entrada
s~ao estimadas contando o n�umero de ocorrências de cada s��mbolo na mensagem a ser
comprimida. No entanto, para �ns de transmiss~ao de dados este esquema n~ao �e razo�avel,
j�a que o transmissor n~ao pode esperar que toda mensagem esteja dispon��vel at�e come�car
a transmiss~ao. Nestas situa�c~oes, os c�odigos de Hu�man dinâmicos s~ao uma alternativa
a ser considerada. A compress~ao dinâmica de Hu�man determina um mapeamento do
alfabeto de entrada nas palavras c�odigo baseando-se na estimativa corrente dos pesos dos
s��mbolos que comp~oem o alfabeto de entrada. O c�odigo vai se modi�cando de modo a se
manter �otimo para a estimativa corrente.

Como exemplo, vamos considerar que a mensagem acacbcabddfabafecaa j�a foi trans-
mitida. A �arvore de Hu�man para esta mensagem �e mostrada na �gura 5.(a). Sendo b

o pr�oximo s��mbolo da mensagem, o transmissor transmite a palavra c�odigo 010 associada
a b, e em seguida atualiza a �arvore de Hu�man, j�a que o peso de b mudou de 3 para
4. A nova �arvore de Hu�man �e mostrada na �gura 5.(b). Ao receber a palavra c�odigo



0

0

1

1

1

12

7

3 4

5

19

7

3

1 2

2

0

0

1

0

1

0

12

5

20

7

3

1 2

2

1

10

0

8

4 4

1

1

0

10

(a) (b)

a

cbd

e f e f

d

a b c

Figura 5: (a) mostra a �arvore de Hu�man antes da chegada do s��mbolo b. (b) mostra a
nova �arvore ap�os a transmiss~ao de b.

010, o receptor obt�em o s��mbolo b, e atualiza a �arvore de Hu�man de forma idêntica ao
transmissor.

Os c�odigos de Hu�man dinâmicos foram desenvolvidos independentemente por Faller e
Gallager [6, 7]. Em [14], D. E. Knuth propôs uma implementa�c~ao e�ciente para gerar tais
c�odigos. O algoritmo resultante dos esfor�cos destes autores, �e conhecido como algoritmo
FGK. Outra vers~ao para c�odigos de Hu�man dinâmicos �e o algoritmo � descrito por Vitter
[34, 35]. Ambos algoritmos gastam um tempo O(l) para atualizar a �arvore de Hu�man,
onde l �e o comprimento da palavra c�odigo atribu��da ao s��mbolo transmitido.

Seja um alfabeto � = fa1; : : : ; ang e seja M uma mensagem qualquer de comprimento
t. Em [34], Vitter provou que o algoritmo � utiliza no m�aximo St + t � 2n bits para
codi�car M , onde St �e o n�umero de bits utilizados pelo algoritmo de Hu�man est�atico
para codi�car M . No mesmo artigo Vitter tamb�em provou que o n�umero total de bits Dt

utilizados pelo algoritmo FGK para codi�carM �e cotado superiormente por 2St+t�4n+2.
Esta �ultima cota garante que o n�umero m�edio de bits por caracter gasto pelo FGK n~ao
�e muito maior do que o dobro do gasto pelo c�odigo de Hu�man est�atico na codi�ca�c~ao
de uma mesma mensagem. No entanto, Vitter observa que o desempenho do FGK �e bem
melhor do que o desempenho previsto por sua cota superior, o que o leva a conjecturar
que Dt = St + O(t) [34]. A validade conjectura implica que a diferen�ca entre o n�umero
m�edio de bits por caracter utilizado pelo FGK e o utilizado pelo algoritmo de Hu�man
est�atico, para codi�car a mesma mensagem, �e limitada por uma constante.

Nesta tese, provamos que a conjectura �e verdadeira, mostrando que Dt � St + 2t �
2k � dlogmin(k + 1; n)e, onde k �e o n�umero de s��mbolos distintos na mensagem. Este
resultado implica que (Dt � St)=t < 2, o que mostra que o n�umero m�edio de bits por
caracter utilizado pelo FGK �e no m�aximo duas unidades maior do que o utilizado pelo
algoritmo de Hu�man est�atico. Tamb�em apresentamos um exemplo onde Dt = St + 2t�
2k� 3b(t� k)=kc � dlog(k+ 1)e. Este exemplo mostra que nossa cota �e assintoticamente
justa. Estes resultados explicam o bom desempenho do algoritmo FGK observado por
alguns autores atrav�es de experimentos pr�aticos [14, 34].

Explicamos em linhas gerais as id�eias envolvidas na prova da conjectura. Em [34],



Vitter mostra que o n�umero de bits adicionais transmitidos pelo FGK em rela�c~ao ao c�odigo
de Hu�fman est�atico �e cotado superiormente por

Pt
i=1 di, onde di �e a diferen�ca entre o

n��vel da folha correspondente ao i-�esimo s��mbolo transmitido, antes e depois da atualiza�c~ao
da �arvore de Hu�man. Como exemplo, no caso da �gura 5, a folha correspondente ao
s��mbolo b tem n��vel 3 antes da atualiza�c~ao e n��vel 2 depois da atualiza�c~ao. Portanto,
d20 = 3 � 2 = 1. Entretanto, Vitter n~ao consegue obter uma cota superior razo�avel
para

Pt
i=1 di. Utilizando uma nova t�ecnica de decomposi�c~ao de �arvores e argumentos

de an�alise amortizada que tomam como fun�c~ao potencial a altura da �arvore de Hu�man,
conseguimos mostrar que

Pt
i=1 di � 2t, estabelecendo portanto a conjectura. Os resutados

desta se�c~ao aparecem em [22].
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